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Z�A模型的修正及在预测本构关系中的应用
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(南京航空航天大学 能源与动力学院, 南京 210016)

摘 � � � 要: Zerilli�Armstrong ( Z�A) 模型是基于热激活位错运动理论建立的具有物理理论基础的本构模

型,但是模型建立的初始假设, 降低了其预测精度. 为此通过引入考虑应变率和温度耦合效应的应变强化指

数对 Z�A 模型进行修正, 拓展了其适用范围,并将修正后的 Z�A 模型应用于描述 IC10 合金在不同温度和应

变率条件下的塑性流变行为.与修正前 Z�A 模型的预测结果及试验结果比较表明: 修正后 Z�A 模型的预测精

度有较大程度的提高,最大平均相对误差值从 6� 41%降低到 3� 65% .
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Modification of Z�A model and the prediction of the constitutive model
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Abstract: Zerilli�Ar mstrong ( Z�A) model w as developed based on the constitutive model

of therm ally activ ated dislo cat ion kinetics. But , som e simplify ing assum pt ions in Z�A model

decreased its pr edicted accuracy. In order to impr ove the predicted accuracy, the st rain hard�
ening exponent function that considers the coupled effect o f the st rain r ate and the tem pera�
ture w as int roduced into Z�A m odel. And the modified Z�A model w as used to descr ibe f low

behav io rs of alloy IC10 under dif ferent experim ent conditions. As compared w ith the predic�
ted data o f classical Z�A m odel and the experimental data, it w as found that the predicted ac�
cur acy of the modif ied Z�A m odel w as im proved obviously . T he m ax average relat iv e erro r

decreased fr om 6. 41% to 3� 65%.

Key words: constitutive equat ion; modified Zerilli�Arm strong ( Z�A ) m odel;

alloy IC10; intermetallics

� � 材料的本构模型是固体力学分析计算的基

础.通常, 本构模型主要有宏观唯象经验模型和具

有物理基础的本构模型两大类. 宏观唯象经验模

型中应用较广泛的是 Johnson�Cook模型 [ 1] , 该模

型的优点在于应用中仅需少量的试验数据,缺点

是缺乏物理基础,而且没有考虑应变、应变率和温

度效应等存在的耦合作用.材料的塑性变形主要

是位错的运动和积累的结果, 为深入有效地研究

变形过程中的宏观力学行为与微细结构演化之间

的联系, 需要建立具有物理基础的本构模型. 其

中, 应用较多的为 Zerilli�Ar mstrong ( Z�A ) 模

型[ 2�3] 等. Z�A 模型是 1987 年由 Zerilli 和 Arm�
st rong 基于热激活位错运动理论建立的本构模

型,该模型中综合考虑了应变、应变率和温度效应
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等存在的耦合作用. 由于面心金属材料( FCC)和

体心金属材料( BCC)材料具有不同的热激活机

理, Z�A 模型又细分为: ZA�FCC模型和 ZA�BCC

模型. 为了推广应用, Zer il li 和 Arm strong
[ 4]
于

1995年将 ZA�FCC 模型和 ZA�BCC 模型表达成

统一形式的 Z�A 模型.

上述模型存在两个基本假设, 即: � ZA�FCC

模型和统一形式的 Z�A 模型中假设流变应力和
塑性应变的平方根成正比;  ZA�BCC 模型中假

设材料的应变硬化指数不依赖于应变率和温度.

对于第一个假设, V oyiadjis等
[ 5]
指出该理论前提

并不适用于所有 FCC类金属材料;对于第二个假

设, Goldtho rpe[ 6]的研究表明应变硬化指数与温

度相关,在小应变下温度的影响可以忽略,而在大

应变下温度的影响是重要的, 并且随着温度的上

升而加剧.由此可以看出, 建立各种形式的 Z�A
模型所采用的前提假设并不适用于所有材料, 从

而降低了其预测精度.因此,本文将在综合考虑应

变率和温度耦合效应的基础上, 对流变应力与塑

性应变之间的关系进行修正, 建立具有更广泛意

义的修正 Z�A模型, 以提高其预测精度.

IC10合金作为新一代 Ni3Al基金属间化合

物材料, 具有比刚度高、屈服应力高等优点,应用

前景广泛[ 7] .到目前为止,对 IC10合金的研究主

要集中于该材料的疲劳性能
[ 8]
、焊接性能

[ 9]
等方

面,对 IC10材料塑性流变行为的本构关系研究相

对较少. 文献 [ 10 ] 运用 Johnson�Cook 模型对

IC10合金流变行为进行预测研究,取得了很好的

效果, 但是 Johnson�Cook 模型是完全经验型模

型,物理基础薄弱.因此,本文将修正 Z�A 模型应
用于描述 IC10合金在不同温度和应变率条件下

的塑性流变行为,并将其预测结果与未修正的 Z�
A模型的预测结果及试验结果进行比较,以验证

修正 Z�A模型对 IC10合金本构关系的适用性.

1 � Z�A模型的修正

Zer illi和 Armstrong 于 1987 年基于热激活

位错运动理论提出的 ZA�FCC模型、ZA�BCC模型

及1995年提出的统一形式的 Z�A 模型分别如下:

� �= �a + B�
1
2 exp -  T � ( FCC) ( 1a)

�= �a + Bexp - !T + B0�n � ( BCC) ( 1b)

�= �Y + K �=

�a + Bexp - !T + B0exp -  T � ( 1c)

其中 �为流变应力; �为塑性应变; �Y = �a + B !

exp - !T 为屈服应力; K = B 0exp -  T 为应

变强化系数; B , B0 和 n均为材料参数; T 为绝对

温度; �a 为流变应力的非热部分,主要由溶质和晶

界等因素确定;  和 !为常数,可分别表达为

 =  0 -  1 ln�
!

( 2)

!= !0 - !1 ln�
!

( 3)

其中 �
!
为应变率;  0 ,  1 , !0 和 !1 分别为材料参数.

上述模型中主要基于两个假设, 即: � 流变
应力和塑性应变的平方根成正比;  材料的应变

硬化指数不依赖于应变率和温度. 为进一步拓展

Z�A 模型的适应范围,提高其预测精度,本文针对

以上两个假设做如下修正.首先针对第一个假设,

本文将Z�A模型中流变应力与塑性应变之间的关
系修正为指数关系, 修正后的 Z�A 模型如下:

�= �Y + K∀�n = �a + B exp - !T +

B 0exp -  T �n ( 4)

其中 n 为 材料 的 应 变 硬 化 指 数; K∀ =

B0exp -  T 为应变强化系数.

由于在材料的变形过程中, 温度和应变率对

应变硬化指数 n均有影响, 但是相比于温度对 n

的影响, 应变率的效应要小很多, 而在不同温度

下,应变率的影响程度不一样,也即温度和应变率

之间存在着耦合效应. 因此, 针对第二个假设, 本

文在修正 Z�A模型中忽略单纯的应变率对n的影

响效应,而主要考虑温度和应变率与温度之间的

耦合作用对 n的影响效应, 并建立 n 与应变率和

温度之间的关系为

n = n0 + n1 T - n2T ln�
!

( 5)

其中 n0 , n1 和 n2 均为材料常数.

当公式( 5) 中 n0 = 0� 5, n1 = n2 ln�
!
时, 公式

( 4) 所描述的修正 Z�A 模型便退化为统一形式的
Z�A 模型(即公式( 1c) ) ;当公式( 4) 中 != 0, n =

0� 5时, 修正 Z�A模型即退化为 ZA�FCC模型(即

公式( 1a) ) ; 当公式( 4) 中 = 0修正Z�A模型即退
化为 ZA�BCC模型(即公式( 1b) ) . 由此可见,修正

后的 Z�A模型具有更广泛的适用性.

如公式( 4) 可以看出, 修正 Z�A 模型中共有
10 个待定参数: �a , B, !0 , !1 , B0 ,  0 ,  1 , n0 , n1 和

n2 .在参数确定过程中, 本文将这 10 个参数分为

两类:第一类是 7个独立待定材料常数: �a , B , !1 ,

B0 ,  1 , n0 和 n2 ; 第二类为 3个相关参数,即 !0 ,  0

和 n1 . 第二类参数可以通过如下方法确定.

令  0 =  1 ln�
!

0 , !0 = !1 ln�
!
0!, n1 = n2 ln�

!
0n ,并
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将它们分别代入公式( 2) , ( 3) 和( 5) 中,可得

 =  1 ln
�
!
0 

�
! ( 6a)

!= !
1
ln
�
!
0!

�
! ( 6b)

n = n0 + n2T ln
�
!

0n

�
! ( 6c)

其中�
!
0 , �

!
0!和 �

!
0n 均为常数, 其取值依拟合情况

而定.

将( 6a) , ( 6b) 和( 6c) 三式分别代入修正 Z�A
模型公式( 4) 中, 可获得相应的方程为

�= �a + B exp - !1 T ln
�
!

0!

�
! +

B0exp -  1 T ln
�
!
0 

�
! �n0+ n2 T ln(�!

0n
/ �!) ( 7)

对于第一类 7个材料常数可通过以下方法确

定.在确定这些参数前首先运用 ���曲线确定屈
服应力�Y ,应变强化系数 K∀和应变硬化指数n的

值,然后运用最小二乘法研究 �Y - T ln(�
!

0!/�
!
) 之

间的关系可以获得参数�a, B和!1 的值;运用最小

二乘法研究 K∀- T ln(�
!
0 /�

!
) 之间的关系可以获得

参数 B0 和  1 的值 ; 运用最小二乘法研究 n-

T ln(�
!

0n /�
!
)之间的关系可以获得参数n0和n2的值.

相应地, 统一形式的 Z�A 模型可由公式( 7)

退化而得

�= �a + B exp - !1 T ln
�
!

0!

�
! +

B0 exp -  1T ln
�
!
0 

�
! � ( 8)

2 � IC10合金本构关系的预测

为了验证修正 Z�A 模型的适用性, 本文将修

正 Z�A 模型应用于描述 IC10合金在不同温度和

应变率条件下的塑性流变行为, 并将其预测结果

与未修正的统一形式 Z�A模型预测结果及试验结
果进行比较.

试验用 IC10合金材料由中国航空材料研究

院提供, 其主要化学成分 (质量分数 / % ) 为:

0�07 ~ 0� 12C, 11� 5 ~ 12� 5Co, 6� 5~ 7�5Cr, 5� 6 ~

6�2 Al, 4� 8 ~ 5� 2 W, 1� 0 ~ 2� 0Mo, 6� 5 ~ 7� 5Ta,

1� 3 ~ 1� 7H f , 0� 01 ~ 0� 02 B, 其余为 Ni. 本文的

试验数据取自文献[ 10] .

依据 IC10 合金的试验结果, 所确定的修正

Z�A 模型中的屈服应力 �Y ,应变强化系数 K∀和应

变硬化指数n的值见表1,并取�
!
0 = 105 s- 1 , �

!
0!=

1011 s- 1 和 �
!

0n = 10- 10 s- 1 , 通过上述参数计算方

法,可获得修正 Z�A 模型为

�= 815� 73 +

10 989� 96exp - 0� 000 7 # T ln
10

11

�
! +

22� 27exp 5 # 10- 5
T ln

10
5

�
! #

�
1� 33+ 3� 4# 10- 5 T ln( 10- 10/ �!)

( 9)

表 1 � 各不同应变率和温度下 IC10 合金的

�Y , K∀ 和n 值(修正 Z�A模型)

Table 1� Values of �Y , K∀ and n for IC10 at different

temperatures and strain rates ( Modified Z�A model)

应变率�!/ s- 1 温度 T / K �Y / M Pa K∀/ M Pa n

10- 2 293 838 30� 43 1� 20

10- 3 293 831 25� 72 1� 22

10- 4 293 829 31� 76 1� 17

10- 5 293 816 31� 14 1� 17

10- 4 873 824 56� 49 0� 86

10- 4 973 799� 7 46� 51 0� 90

10- 4 1073 819 72� 56 0� 84

依据文献[ 10] 提供的 IC10合金的试验结果,

本文同时对统一形式 Z�A 模型的参数进行了确
定,其屈服应力�Y和应变强化系数K 值见表2,并

取�
!

0 = 10
5

s
- 1

, �
!

0! = 10
11

s
- 1

,通过上述参数计算

方法,可获得统一形式的 Z�A 模型为

�= 815� 73 +

10989� 96exp - 0� 000 7 # T ln
1011

�
! +

119� 48exp 6� 13 # 10- 8 # T ln
10

5

�
! �

( 10)

表 2 � 各不同应变率和温度下 IC10 合金的 �Y 和 K值

(统一形式 Z�A模型)

Table 2 � Values of �Y, K for IC10 at dif ferent

temperatures and strain rates (Unified Z�A model)

应变率�!/ s- 1 温度 T / K �Y/ M Pa K / M Pa

10- 2 293 838 125� 59

10- 3 293 831 104� 12

10- 4 293 829 117� 42

10- 5 293 816 133� 95

10- 4 873 824 116� 36

10- 4 973 799� 7 104� 91

10- 4 1 073 819 133� 37
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� � 以下分别运用修正 Z�A 模型(公式( 9) )和统

一形式的 Z�A模型(公式( 10) )对 IC10合金在各

不同温度和应变率下的塑性流变行为进行预测,

并与试验数据进行比较.图 1 为修正前后的 Z�A
模型对不同温度和应变率范围内应力�应变曲线
的预测结果与试验值的比较图. 从图 1( a) ~ ( d)

这 4幅图中可以看出, 修正前后的 Z�A 模型均能

描述 IC10合金的塑性流变行为, 但是修正Z�A模
型的描述精度明显高于未修正统一 Z�A 模型.另

外,未修正的统一 Z�A 模型的应变强化指数 (其

值为 0� 5)与试验结果差别较大, 而修正Z�A模型
由于考虑了应变率及温度对应变强化指数的耦合

效应,使其与试验数据吻合较好.

表 3给出了两种模型的预测值与试验值之间

图 1� 不同试验条件下 IC10合金应力�应变的预测值与试验值的比较图

F ig� 1 � Compar isons of the stress�st rain between the pr edicted data and the exper imental data

of a llo y IC10 at different exper imental conditions

的平均相对误差值. 从表 3中可以看出,未修正统

一 Z�A 模型的平均相对误差值较大, 而修正 Z�A
模型的平均相对误差值有了大幅减低, 最大平均

相对误差值从 6� 41%降低到 3� 65%,这进一步说

明了本文所提出的修正 Z�A 模型不仅适应范围
宽,而且预测精度较高.

表 3� 不同条件下预测值与试验值之间的平均相对误差值

Table 3 � Average relative errors between the predicted

data and the experimental data

试验条件
T / K 293 293 873 1073

�
!

/ s- 1 10- 2 10- 4 10- 4 10- 4

统一 Z�A 模型相对误差/ % 6� 41 6� 02 3� 21 4� 27

修正 Z�A 模型相对误差/ % 3� 65 1� 91 1� 87 2� 33

3 � 结 � 论

1) 针对统一 Z�A 模型中的两个假设进行修
正,将流变应力与塑性应变之间的关系修正为指

数关系,并综合考虑了应变率和温度的耦合效应

对应变硬化指数的影响,给出了应变硬化指数与

应变率和温度之间的函数关系式, 提出了修正的

Z�A 模型.

2) 所提出的修正 Z�A 模型具有更广泛的适
用范围. 当该模型中某些参数取特定值时, 修正

Z�A 模型即可退化为未修正的统一 Z�A 模型、
ZA�FCC模型和 ZA�BCC模型.

3) 将修正 Z�A 模型应用于描述 IC10合金在

不同温度和应变率条件下的塑性流变行为,结果

1314
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表明:修正 Z�A 模型在精度上较修正前统一形式
的 Z�A 模型有较大程度的提高, 最大平均相对误

差值从 6� 41%降低到 3� 65% .

参考文献:

[ 1 ] � J ohson G R, Cook W H� A const itut ive model an d data for

m etal s subjected to large st rains, h igh st rain rates an d

h igh temperatur es [ C] / / Proceedings of th e Seventh In�

t ernat ional Sympos ium on Bal list ics. T he H ague, Nether�

lands: Th e American Defense Preparedness As sociation

( ADPA) , 1983: 541�547.

[ 2 ] � Zeri lli F J, Armst rong R W�Dislocat ion�mechanics�based

const itut ive relat ions for material dynamics calcu lat ions

[ J ] . Journal of Applied Phys ics, 1987, 61( 5) : 1816�1825.

[ 3 ] � Zerilli F J, Armst rong R W. Dislocat ion of tantalum de�

f ormat ion b ehavior b y dislocat ion mechanics b as ed cons ti�

tut ive relation s [ J] . Journal of Applied Physics, 1990, 68

( 4) : 1580�1591.

[ 4 ] � Zerilli F J, Armst rong R W . Const itut ive equ at ion for

HCP metals and high st rength alloy s teel s [ C ] / / High

St rain Rate Ef fect s on Polymer, Metal and Ceramic Ma�

t rix Comp os ites and oth er Advanced Materials, S an Fran�

cisco, C. A. : ASM E, 1995: 121�126.

[ 5 ] � Voyiadjis G Z, Abed F H . Micr os t ructural based m odels

for bcc and fcc m etal s w ith temperatur e and s t rain rate de�

penden cy[ J] . Mechanics of M aterial s, 2005, 37: 355�378.

[ 6 ] � Goldthorpe B D. Cons titut ive equat ions for annealed an d

explosively shocked iron for applicat ion to h igh st rain

rates and large st rains [ J] . Journ al de Physiqu e ∃, Collo�

que, 1991, 1( 3) : 829�835.

[ 7 ] � 赵希宏,黄朝晖,谭永宁,等. 新型 Ni3Al 基定向高温合金

IC10[ J] . 航空材料学报, 2006, 16( 3) : 20�24.

ZH AO Xih on g, HU ANG Zhaohui, T AN Yongning, et

al. New Ni3Al�b ased directionally�s ol idified superal loy

IC10 [ J ] . Journal of Aer onaut ical Materials , 2006, 26

( 3) : 20�24. ( in Chines e)

[ 8 ] � 何玉怀,刘绍伦. N i3Al合金热/机械疲劳裂纹扩展行为研

究[ J ] . 材料工程, 2000, 11: 13�14.

H E Yuhuai, LIU Sh aolun . T hermal�m ech anical fat igue

crack g row th behavior in Ni3 Al superalloy [ J ] . Journal of

Materials En gineering, 2000, 11: 13�14. ( in C hinese)

[ 9 ] � 侯金保,魏友辉,张蕾. N i3Al基合金 T LP 扩散焊接头性

能[ J ] . 航空材料学报, 2006, 26( 3) : 329�330.

H OU Jinbao, WEI Youhu i, ZH ANG Lei. T rans ient l iq�

uid phase ( TLP ) dif fusion bonding of Ni3 Al alloy [ J ] .

J ou rnal of Aer onaut ical Materials , 2006, 26( 3 ) : 329�330.

( in Chin es e)

[ 10] � 张宏建, 温卫东, 崔海涛,等. 不同温度下 IC 10合金的本

构关系[ J] . 航空学报, 2008, 29( 2) : 499�504.

ZHANG H ong jian, WEN Weidong, CU I H aitao, et al .

Const itut ive analysi s of al loy IC10 at di ff erent tempera�

tures [ J ] . Acta Aeronaut ica et As tr on aut ica Sinica, 2008,

29( 2) : 499�504. ( in Chinese)

1315


